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Abstract 

The expression ’’Algebraic Analysis” was coined by Mikio 
Sato. It consists of using algebraic notions to solve analytic prob¬ 
lem. The origin of Algebraic Analysis is Algebraic Geometry as 
was developed by Alexander Grothendieck and his school. Mim¬ 
icking the introduction of Grothendieck’s EGA (changing only a 
few words) one obtains a good definition of the modern theory 
of linear systems, as developed by Michel Fliess, Ian Willems, 

Ulrich Oberst and others. 

1 Introduction 

L’expression ’’Analyse Algebrique” est due a M. Sato, I’inventeur des 
hyperfonctions. On pourrait dire que qu’appartiennent a I’Analyse 
Algebrique tons les outils mathematiques utilisant de I’Algebre pour 
etudier des objets relevant de I’Analyse. Cette definition est bien en- 
tendu bien trop generate. Si le ”pere” de I’analyse algebrique est M. 
Sato, son ”grand-pHe” est A. Grothendieck, I’inventeur de la Geometrie 
Algebrique moderne. G’est ce que nous allons montrer brievement dans 
ce qui suit. 

2 Le paradigme de la Geometrie Algebrique 

2.1 La Geometrie Algebrique classique 

Glassiquement, la Geometrie Algebrique s’interesse aux ’’ensembles 
algebriques” dehnis comme suit: soit k un corps commutatif et k [T] 
I’anneau des polynomes par rapport a une famille d’indeterminees T = 
(Ti,..., Tfc), a coefficients dans k. Soit d’autre part A une k— algebre et 
{1, ...,g} un ensemble d’indices. Un sous-ensemble algebrique S de A*’ 


1 


est un ensemble 


14 (A) = {a= (ai, ak) E : F, (a) = 0, Vj e {1,g}} (1) 

on Fj (T) E Pk — k [T] pour tout j E Autrement dit, un 

sous-ensemble de A^ est algebrique quand il est defini par des equations 
polynomiales. 

Ceci peut etre generalise en remplagant les ensembles finis d’indices 
{1, k} et {1, q} par des ensembles infinis. 

2.2 La revolution grothendieckienne 

On montre facilement que 


14 : A ^ 14 (A) 

est un foncteur covariant de la categorie des k-algebres dans celle des 
ensembles. On peut distinguer deux etapes dans I’etude de I’ensemble 
algebrique 14 (A) : 

(i) I’etude du foncteur 14 - 

(ii) I’etude de ’’I’immersion affine” particuliere 

14 (A) ^ A^ 

Remarquons maintenant que 14 (A) est I’ensemble des points de A^ 
qui s’annulent sur I’ideal 3 de engendre par les Fj (T) . II est main- 
tenant aise de montrer qu’il existe un isomorphisme fonctoriel 

14 (A) = Homk.aig (PfcAA). 

Comme toute k-algebre commutative de presentation finie K est de 
la forme Pk/3, on 3 est un ideal de type fini de P^ ([1], §111.2, n°8 et 
9), les 14 s’identifient aux foncteurs representables 


Vk ; A H- Homk-aig (K, A). 


Le foncteur K 1 —)■ Vk est contravariant et la categorie des foncteurs 

k-alg'’^^ —)■ Ens 

associes aux ensembles ([T]) est equivalente a la categorie opposee de la 
categorie des k-algebres commutatives de presentation finie k-alg'’-^^ en 
associant a toute k-algebre K (commutative et de presentation finie) le 
foncteur Vk- 
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Comme on I’a mentionne plus haut, on pent considerer des ensembles 
d’indices infinis, et on parvient done an point de vue suivant [B]: 

Le but initial de la Geometrie Algebrique moderne equivaut d Vetude 
des h-algebres commutatives K. 

Telle est ’T’algebrisation” de la Geometrie Algebrique qui a servi de 
point de depart aux travaux d’A. Grothendieck et de son ecole (theorie 
des schemas, etc.). 

3 Theorie des systemes lineaires 
3.1 Point de vue classique 

Gonsiderons pour fixer les idees un systeme lineaire S de dimension finie. 
Un tel systeme pent etre donne par une representation d’etat (notion due 
a Kalman m) 


x = A{t) X + B {t)u 
y = C{t)x + D{t)u 

oil A, B,C et D sont des matrices qu’on supposera, par exemple, a coef¬ 
ficients analytiques, et oil x,u et y sont, respectivement, I’etat, la com¬ 
mando et la sortie du systeme. 

La donnee d’un systeme par une representation d’etat n’est toutefois 
pas toujours naturelle. Un type de representation plus general est du a 
Rosenbrock [n]: 


D{d)^ = N{d)u, 

y = Q{d)^ + W {d)u 

on D, N,Q et W sont des matrices polynomiales par rapport kd = d/dt, 
les polynomes etant supposes a coefficients analytiques pour rester dans 
le meme contexte que ci-dessus, et on ^,u et y sont, respectivement, 
I’etat partiel, la commando et la sortie du systeme. 

Dans certains cas, on ne sait pas a priori quelles sont les variables du 
systeme qui sont appropriees pour constituer la commando on la sortie 
(ce point a ete souligne par Willems [H]). II convient done de considerer 
une representation encore plus generale, de la forme 

R{d)w = t) (2) 

oil R est une matrice polynomiale du memo type que ci-dessus, de di¬ 
mension qx k par exemple. 

II convient de fixer dans quel espace W la variable w va pouvoir 
varier (espace des fonctions analytiques, on des fonctions indefiniment 
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derivables, ou des distributions, etc.) et Willems definit le ’’behavior” 
(terme que I’on pourrait traduite en frangais par ’’comportement”, mais 
non sans ambigui'te) du systeme S comme suit: 

(W) = {w G : i? (a) w = 0} . 

3.2 Le point de vue de I’Analyse Algebrique 

Pour plus de generalite, reecrivons ([2]) sous la forme 

Rw = 0 (3) 

ou R est une matrice de dimension q x k k coefficients dans un anneau 
d’operateurs D. On supposera que D est une M-algebre, eventuellement 
non commutative. 

Dans le cas envisage an 1 13.11 on a D = K [9] on K est I’anneau 
O (M) des fonctions analytiques complexes sur M, ou un sous-anneau de 
celui-ci. On pent aussi considerer des ’’systemes multidimensionnels” 
en prenant D = K [c^i,..., , di = d/dxi, on K est un sous-anneau 

de I’anneau O (D) des fonctions analytiques sur un ouvert D de M”'. On 
pent enfin supposer que D est une algebre de convolution, etc. 

Supposons pour fixer les idees que D = K [5] ou K = P, I’anneau 
des polynomes par rapport a la variable t (qui designe le temps), a 
coefficients complexes. Remarquons tout d’abord que I’anneau D est 
non commutatif. En effet, d’apres le regie de Leibniz, 

d (tw) = w + tdw 

et comme ceci est valable pour toute variable w on obtient 

dt-td = 1. (4) 

Get anneau D est isomorphe a la premiere algebre de Weyl habituelle- 
ment notee Ai (C). 

Soit W un D- module a gauche et le ’’behavior” 

Q35(iy) = {w e : Rw = 0} . (5) 

Dans le meme esprit qu’au 1 12.21 

: W ^ "35(1^) 

est un foncteur contravariant de la categorie des D-modules a gauche 
dans la categorie VectjR des espaces vectoriels sur M. Cette observation 
conduit a envisager 1’etude de (W) en deux etapes: 
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(i) I’etude du foncteur 

(ii) I’etude de ” I’immersion” particuliere 

L’etape (i) releve exclusivement de I’Algebre, tandis que I’etape (ii) 
fait appel aux outils de I’Analyse, ce qui explique que cette approche 
porte le nom Analyse Algebrique. 

4 D-modules 

II suffit maintenant de reprendre la breve presentation qui a ete faite 
plus haut du point de depart de la Geometrie Algebrique moderne, 
en changeant legerement de langage. Les elements de (W) sont les 
elements de qui s’annulent sur 

imo {•R) = 

{•R designant la multiplication a droite par R), autrement dit 
(Vb) = {w G : r w = 0, Vr G imo {•R) •} 

II existe un isomorphisme fonctoriel 

(W) = Homo V imo {•R) , bb) . 

Soit 

M = / imD {•R) = cokerD {•R) ■ 

On pent maintenant identifier canoniquement (bb) et HomD (M, bb). 

Tout D-module a gauche de present ion finie est de la forme M = 
cokerD (•-R), ou R est une matrice (finie) a coefficients dans D. Les fBg 
s’identifient aux foncteurs representables 

^M-W ^ Homo (M, W). 

Le foncteur M i—)■ QSm est contravariant et la categorie des foncteurs 

DMod^^ -> VectK 

associes aux ’’behaviors” ([5]) est equivalente a la categorie opposee de 
la categorie des D-modules a gauche de presentation hnie nMod-^^ en 
associant a tout D-module M de presentation hnie le foncteur QSm- 
Nous sommes maintenant amenes a identiher un systeme lineaire (sur 
I’anneau D) et le D-module (de presentation hnie) associe [S], |1] et a 
adopter le point de vue suivant: 

Le but initial de la Theorie des Systemes moderne equivaut a I’etude 
des D-modules de representation finie M. 

Par exemple, en supposant que D est un anneau d’Ore, on est conduit 
a la dehnition suivante: le systeme S est commandable si le D-module 
associe M est sans torsion [1], [TO] , 
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4.1 Dualite 


Le D-module de presentation finie M constitue une representation in- 
trinseque des equtions du systeme, tandis que est I’ensemble 

de toutes les solutions possibles, dans a ces equations. Le risque est 
que la structure algebrique contenue dans M soit beaucoup plus riche 
que la structure des solutions, auquel cas I’etude algebrique de M ne 
fournirait que des resultats n’ayant aucune signification concrete. 

Une question essentielle est done de savoir si la connaissance de 
(U^) entraine celle de M, autrement dit si le foncteur M i—)■ (hU) 

est injectif. II suffit pour cela que ce foncteur soit fidde, autrement 
dit que W soit cogenerateur dans la categorie oMod des D-modules 
a gauche [9]. Une condition suffisante moins restrictive est que W G 
oMod soit cogenerateur pour la sous-categorie pleine oMod-^^ de 
oMod, ce qui conduit a definir dans une categorie semi-abelienne C 
la notion de cogenerateur pour une sous-categorie V de C [2]. 

II est evident, par exemple, qu’en choisissant PU = 0, on obtient 
®m(PU) = 0 quel que soit le D -module M. Des cas moins triviaux 
conduisent a des questions d’Analyse fine. Par exemple, considerons un 
anneau semblable a la premiere algebre de Weyl Ai (C) mais on I’anneau 
des coefficients P = C [t] est remplace par TZ (D) = C (t)nC> (D) , on D est 
un intervalle ouvert non vide de la droite reelle. Notons Aq (D) I’anneau 
d’operateurs differentiels TZ (D) [d], muni de la regie de commutation 
dH) . On verifie que Aq (D) est, comme Ai (C), un anneau de Dedekind 
simple non commutatif. Considerons le systeme 

{t^d + 2) w = 0. (6) 

on t^d -|- 2 G D = Aq (C) . Le D-module 

M = D/D {t^d + 2) 

est un module de torsion non reduit a 0, il s’agit done d’un systeme 
non commandable. Assez naturellement, on est tente de chercher les 
solutions dans W = V' (M), I’espace des distributions sur la droite reelle. 
Mais I’equation ([6]) admet 0 comme unique solution dans D'(M) ([T3]. 
((V,6;15)). Par consequent I’espace des distributions ne fournit pas une 
dualite systemes <—> ’’behaviors” lorsque D = Aq (C). 

En revanche, I’espace B (M) des hyperfonctions de Sato [12] est un 
Ao (C)-module cogenerateur [5] (et, plus precisement, est un ’’large in¬ 
jective cogenerator”) et permet done d’obtenir la dualite recherchee. 

Voici un apergu de I’approche moderne de la Theorie des Systemes, 
qui fait I’objet de I’ouvrage [5], et de mes recherches actuelles. 
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